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Assim como muitas dreas da matemaética, problemas de extremos (maximizagao
ou minimizagao de uma certa varidvel) sdo estudados ha muito tempo. Esses proble-
mas, que tém desafiado mateméticos como Euclides (£ 300 a.C.), que em seu livro
“Elementos” propunha achar o maior produto possivel entre dois niimeros cuja soma
era dada, também intriga engenheiros, na busca por materiais de maxima resisténcia
e menor custo, e claro, os “nao matematicos”, simplesmente pela diversao.

Além de Euclides, muitos matematicos propuseram /resolveram problemas de ex-
tremos: Zenodorius (£ 200 a.C.), Heron de Alexandria (£ 50 a.C.), Pierre de Fermat
(1601-1665), Jacob Steiner (1796-1863), Guilio Carlo Fagnano dei Toschi (1682-1766)
e Johann Miiller (1436-1476), além de outros.

Miiller nasceu na Alemanha, em Koningsberg in Bayern, cidade cujo nome em
latim é Regiomontanus, e que foi o nome como Miiller ficou conhecido (ndo confunda
esta Koningsberg com aquela das Pontes de Kéningsberg). Em 1471, Regiomontanus
propos a Cristian Roder o seguinte: a que distancia um homem deve se posicionar de
um pedestal de uma estatua, todos os trés de alturas conhecidas, de modo a enxerga-
la por um angulo de visao maximo? Esse problema ficou conhecido como Problema
de Regiomontanus.

Neste artigo, discutiremos uma variacao do problema de Regiomontanus, que
chamaremos “Problema do Cinema”: dada uma sala de cinema, com o chao inclinado,
em que fileira devemos sentar de maneira que nosso angulo de visao com a tela seja
maximo? Resolveremos esse problema utilizando geometria e trigonometria estudadas
no ensino basico, e também um pouco de Calculo, estudado na Universidade.

Considere, entao, uma sala de cinema, representada na Figura 1. A tela, AB,
estd a uma distancia AC' do chao; a primeira fileira de poltronas estd posicionada no

ponto D', cuja distancia C'D’ & parede da tela t é conhecida; as demais fileiras estao
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sobre r’, com inclinacdo 6 em relacao a horizontal s; e E seria a posicao de seus olhos,

a uma distancia h do pé da poltrona.

t

Figura 1: Sala de cinema.

Primeiramente, adicionemos a reta r a Figura 1, colocando-a paralela a reta 7/,
passando pelo ponto E (Figura 2). Isso porque temos que considerar a distancia h

dos nossos olhos ao pé da poltrona.

t

Figura 2: Reposicionando a reta r’.

Estendamos as retas ¢ e r de maneira que elas se encontrem no ponto F (Fi-
gura 3),0observe que isso é possivel pois as retas nao sao paralelas. O ponto P que

procuramos sera o ponto sobre a reta r tal que

FP = \/(FA).(FB).



Afirmacao: P ¢é o ponto sobre r tal que o angulo APB é méximo.

De fato, construa a circunferéncia, que chamaremos Sy, passando por A e B, e
tangenciando a reta r em P (prove que ela existe). Note que F' é um ponto fora da
circunferéncia Sy, e F'P é tangente & esta 2, entao (FA).(FB) = (FP)? que é a

motivagao para achar o ponto P. Vocé pode verificar esta propriedade em [2], p. 214.

Figura 3: O ponto P e a circunferéncia Sy .

Seja P’ # P um ponto sobre r. Este ponto esta fora da circunferéncia Sy. Entao
BP’ intercepta Sy em B e em mais um ponto, que chamaremos M. Dai, usando
um resultado sobre angulos inscritos em uma circunferéncia (de fato, o arco APB ¢
chamado arco capaz do angulo APB em relagdo a AB), e a propriedade de soma de

angulos no triangulo AAM P’ (ver Figura 4), temos:

—

APB = AMB = 180° — AMP' = AP'M + P'’AM > AP'M = AP'B
Logo P ¢é o ponto que procuramos.

Vamos, entao, calcular em qual fileira do cinema devemos sentar para que nossos
olhos estejam nesse ponto P, ou seja, do modo que o angulo APB (Figura 4) que

nossos olhos fazem com a tela seja maximo.

20 produto (FA).(FB) é chamado “poténcia do ponto F em relagao a circunferéncia”. Observe
que existe uma segunda circunferéncia passando por A e B e tangenciando r, mas o ponto de
tangéncia estara atras da tela.



Figura 4: Triangulo AAM P'.

Sabemos que (FP)? = FA.FB. Analisando a Figura 5 temos

FA=CA+FC=CA+ (tan).CD = CA + (tan0). (C’D’ - taﬁe) e

FB=BA+ FA.

Figura 5: Sala de cinema.

Entao,

FP = \/[m+m+ (tan ). (W— taﬁ@)} [m—i— (tan ). (W— taﬁ&)}




Defina () o ponto sobre 7/, que represente a fileira de poltronas que nos proporci-

one o maior angulo de visao. Logo:
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ou seja:
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que ¢ a distancia entre a primeira fileira de poltronas, até a fileira que queriamos.

Se x é a distancia entre as fileiras do cinema, devemos sentar na fileira

DQ

X

+1,
pois a primeira fileira de poltronas estd exatamente sobre D'
D’ ~ , . . ~ .
Normalmente, TQ nao ¢ um numero inteiro, entdao consideraremos uma apro-
Ximacao.
Temos assim uma solucao literal, que depende das medidas do cinema. Como

exemplo, tome um cinema com as seguintes medidas:

Tamanho da tela = 8 metros = AB.

Altura da tela = 3,5 metros = CA.

Distancia do pé da tela até a primeira fileira = 3,5 metros = C'D'.
Inclinagao das do chao das cadeiras = 20° = 6.

Altura dos olhos ao chao = 1 metro = h.

Distancia entre as fileiras do cinema = 0,8 metros = .



Logo,

1 1
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~ 6,66 — 0,8 — 2,9 = 2, 96.
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Logo, neste exemplo, teremos o maior angulo de visao na 5° fileira.

Existem muitas maneiras de resolver problemas de extremos como o “Problema
do Cinema”, aqui apresentado. Por exemplo, basta determinar a funcao que defina
o angulo APB , na medida em que o ponto P varia sobre r. Dali, restaria desenhar o
grafico desta funcao e estimar onde ela atinge seu maximo. Usando o Calculo, deixo
a cargo do leitor fazer esta resolugao (dica: use lei dos cossenos), e comparar com os
resultados aqui obtidos. Para uma outra resolugao utilizando Célculo, indicamos [3],
p. 71

Gostaria de resaltar que sentar no ponto onde o angulo de visao seja maximo
significa obter a maior imagem em nossa retina, ou seja, a melhor visao. No entanto,
cada pessoa tem um gosto diferente, algumas gostam de ficar coladas na tela, outras
no fundao... tornando-se uma questao totalmente pessoal.

Também aos prezados leitores, peco que enviem seus comentarios, sugestoes, elo-
gios, criticas, duvidas, corregoes ..., para que possamos engrandecer este artigo.
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