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Unidade 1

O nosso objeto de estudo nesse curso é o conjunto dos niimeros
inteiros:

Z={..,-2-101.2,...}

munido com as suas operacdes de adicio e multiplicacdo.
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Unidade 1

Comutatitividade
da adigdo: a+b=b+a

da multiplicago: a-b=b-a.

Associatividade
da adi¢3o: (a+b) +c=a+ (b+c)
da multiplicagdo: (a-b) -c=a- (b-c)

Existéncia de elemento neutro
para a adicdo: a+0=a

para a multiplicagdo: a-1=a

Existéncia de simétrico:

para cada a existe b (= —a), tal que a+ b =0

Distributividade: a-(b+c)=a-b+a-c
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Unidade 1

Com a operacdo de adic3o e a formacdo de simétrico, define-se em
7Z a operagao de subtracdo:

a—b=a+(-b),
ou seja, a menos b é a soma de a com o simétrico de b.

Citamos a seguir algumas propriedades da operagdo de subtrag3o:

a—a=0

a—0=a

0—a=—a
a-(—b)=(—a)-b=—(a-b)
—(b—a)=a—-»>

c-(b—a)=c-b—c-a
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Unidade 1

Ordenacao dos inteiros

Em Z h3 um subconjunto que se destaca, o conjunto dos nimeros
naturais:

N=1{1,23,...},
cujos elementos sdo chamados de ndmeros inteiros positivos.

Alguns autores consideram 0 € N, mas para nés 0 ¢ N.

Esse subconjunto N permite ordenar os elementos de Z, definindo
ag<b < b—aeN ou b=a

Por exemplo,

25, poisb—-—2=3€eN;
—-1<0,pois0—(-1)=1€N;

n<n+1 poisn+1—n=1€N, para todo n € Z.
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Unidade 1

A relacdo < é uma relacdo de ordem em 7, isto é, possui as
seguintes propriedades:

Reflexividade: a < a
Antissimetria: a<b e b<a — a=b.

Transitividade: a<b e b<c — a<ec.
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Unidade 1

Essa relacdo de ordem em Z possui mais trés propriedades

fundamentais:

Totalidade

dados a e b em Z uma das propriedades é satisfeita:

as<bou b<a
Compatibilidade

com a adicdo: a< b =— a+c<b+c VceZ

com a multiplicacdo: a< b = a-c<b-¢c VceN
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Unidade 1

Principio da Boa Ordenagéo
Todo subconjunto nio vazio A de Z e limitado
inferiormente possui um menor elemento.

Dele, deduzimos o Principio de Inducdo Matematica:

Teorema (Principio de indugdo matemdtica)

Seja a € 7 e seja p(n) uma sentenca aberta em n. Suponha que

(i) p(a) € verdadeiro, e que
(i) Vnx=a, p(n) = p(n+1) é verdadeiro.

Ent3o, p(n) € verdadeiro para todo n > a.
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Unidade 1

Demonstracao
Seja
V={n€Z n=ae p(n)é verdadeiro}.
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Unidade 2

Definicao por Recorréncia

Exemplo 1 Seja (a,) uma sequéncia de elementos de um conjunto
munido de duas operacdes sujeitas as leis basicas da aritmética.
Para dar sentido as somas

Sn:al+a2+"‘+am
basta pér S; = a1 e, supondo S,, definido, definir, para todo n € N:
5n+1 =5+ dn+1-

Somas como S, serdo também denotadas com a notac3o de

somatorios:
n

S :Za,-.

i=1
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Unidade 2

Exemplo 2 Define-se o fatorial de um niimero inteiro n > 0,
denotado por n!, por recorréncia, pondo 0! = 1! =1 e supondo n!
definido, definindo para n > 1

(n+1D!=n-(n+1).

Exemplo 3 Seja a um elemento de um conjunto A munido de duas
operagOes sujeitas as leis basicas da aritmética. Vamos definir as
poténcias a”" com n inteiro, n = 0, por recorréncia.

Ponhamos a! =ae a’ =1, se a # 0. Supondo a" definido, defina
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Unidade 2

Binomio de Newton

Considere a expressdo (1 + X)", onde X é uma indeterminada e n
é um ndmero natural. Observe que

(A+X)"=ag+ar X+ aX?+-+a, 1 X" 4 a,X".

O coeficiente a;, i =0, ..., n, serd denotado pelo simbolo
n . , . .

a = () e sera chamado de numero binomial.
]

Observe que, tomando X = 1 no desenvolvimento de (1 + X)",

w= () () (0)

Temos que

Se i > n, é cdmodo definir (n) =0.

Felipe Vieira MA14 - Aritmética - Unidades 1 e 2



Unidade 2

Relacdo de Stifel Para todo n € N e todo i € NU {0}, tem-se que

() ()= ()

Demonstracao
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Unidade 2

Por inducao em n prova-se que

1'(7) =n(n—1)---(n—i+1).
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Unidade 2

Segue-se dai que, para n,i € N com 1 < i < n, vale a seguinte
formula para os coeficientes binomiais:

(n) _n(n-1)-(n-it1) ol

i il i(n— i)’

Note que os termos extremos nas igualdades acima tém sentido e
sdo iguais quando i = 0.

Da férmula acima, decorre imediatamente, para todo n € N e todo
i com 0 < i < n, aseguinte identidade fundamental:

(7) B (nii)'
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Unidade 2

Teorema Sejam a e b nimeros reais e seja n € N. Tem-se que
n__ _n n n—1 n n—2;2 . n n—1 n
(a+b)"=a —|—(1)a b—l—(2>a b° + +(n_1)ab + b".

Demonstragdo Se b = 0, o resultado é dbvio. Se b # 0, substitua
X por % na expans3o de (1 4+ X)" e multiplique ambos os lados

por b".
d

Coroldrio Sejam a e b niimeros reais e seja n € N. Tem-se que

(a—b)" = a"— (f) a"lht (;) a" 2 pP 4 (—1)" T (n ﬁ 1) ab™ 14 (—1)"b".
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Unidade 2

Exemplos

(a+ b)? = 2% + 2ab + b?;

(a — b)? = a% — 2ab + b?;

(a+ b)® = 2> +3a%b + 3ab® + b3,

(a— b)® = a® —3a%b + 3ab® — b%;

(a+ b)* = a* +4a%b + 62°b2 + 4ab® + b*,;

(a— b)* = a* — 4a3b + 62°b% — 4ab* + b*.
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Unidade 2

Torre de Handi

O objetivo do jogo é a transferéncia da pilha de discos para uma
outra haste, deslocando um disco de cada vez, de modo que, a
cada passo, seja observada a regra de que nenhum disco esteja
acima de um de raio menor.

© O jogo tem soluc3o para cada n € N7

e Caso afirmativo, ual é o niumero minimo j, de movimentos
n
para resolver o problen a com n discos?
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Unidade 2

© O jogo tem soluc3o para cada n € N?

Considere a sentenca aberta
p(n): O jogo com n discos tem solugdo.

Obviamente, p(1) é verdadeiro. Vamos agora provar que é
verdadeira a seguinte sentenca:

Vn, p(n) = p(n+1).

Nem precisamos de matemdtica para isso!
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Unidade 2
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Unidade 2

@ AQual é o nimero minimo j, de movimentos para resolver o
problema com n discos?

Para determinar uma férmula para j,, veja que, para resolver o

problema para n+ 1 discos com o menor niimero de passos, temos,

necessariamente, que passar duas vezes pela solucdo minima do

problema com n discos. Temos, entdo, que  j,r1 =2/, + 1.

Logo Jj,=2"-1.

Demonstracao
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Unidade 2

Os Coelhos de Fibonacci

Trata-se do seguinte problema proposto e resolvido por Leonardo
de Pisa em 1202:

Um casal de coelhos recém-nascidos foi posto num lugar cercado.
Determinar quantos casais de coelhos ter-se-30 apds um ano,
supondo que, a cada més, um casal de coelhos produz outro casal e
que um casal comeca a procriar dois meses apds o seu nascimento.
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Unidade 2

nimero de casais nimero de casais
més n ) , ] total
do més anterior recém-nascidos
1@ 0 1 1
o 1 0 1
g 1 1 2
Q 2 1 3
g 3 2 5
2 5 3 8
7° 8 5 13
2 13 8 21
92 21 13 34
102 34 21 55
112 55 34 89
122 89 b5 144
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Unidade 2

Portanto, o niimero de casais de coelhos num determinado més é
igual ao nimero total de casais do més anterior acrescido do
nlimero de casais nascidos no més em curso, que é igual ao nlimero
total de casais do més anterior ao anterior.

Se denotarmos o nimero de coelhos existentes no n-ésimo més por
uy,, temos, entdo, que

Up=Up-1+Up2, th=tp=1

Tais relagdes definem, por recorréncia, uma sequéncia de nimeros
naturais, chamada de sequéncia de Fibonacci, cujos elementos,
chamados de niimeros de Fibonacci, possuem propriedades
aritméticas notaveis que ainda hoje s3o objeto de investigacao.
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Até a préximal

Site do curso:
https://fvieira.paginas.ufsc.br
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