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Unidade 5

Um nimero inteiro d > 0 é um mdximo divisor comum (mdc) de
dois inteiros a e b se possuir as seguintes propriedades:

i) d é um divisor comum de a e de b, e

ii) Se ¢ é um divisor comum de a e b, entdo cld.

Exemplo

O maximo divisor comum de 12 e 18 é 6.

Em particular, se d e d’ s3o dois mdc de um mesmo par de
nimeros, entdo d | d’ e d’ | d, o que, juntamente com as
condicdes d > 0 e d’ > 0 implicam d = d’.

Ou seja, quando existe, o mdc de dois nimeros € tnico.
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Unidade 5

Como o mdc de a e b n3o depende da ordem em que a e b sdo
tomados, temos que

(a, b) = (b, a).
Por exemplo, se a € um nimero inteiro tem-se claramente que

(0,a)=1al, (L,a)=1 e (a,a)=|a|

Mais geralmente, para todo b € Z, temos que

alb <= (a,b) = |a|. (1)

Sejam a, b € Z. Tem-se que (a,b) =0 <= a=b=0.
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Unidade 5

Observe que dados a, b € Z, se existir o mdc (a, b) de a e b, entdo
(a,b) = (—a,b) = (a,—b) = (—a, —b).

Assim, para efeito do calculo do mdc de dois nimeros, podemos
supo-los n3o negativos.

Para provar a existéncia do maximo divisor comum de dois inteiros
nio negativos, Euclides utiliza
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Unidade 5

Lema
Sejam a, b, n € Z. Se existe (a, b — na), entdo (a, b) existe e

(a, b) = (a, b — na).

Vamos determinar o maximo divisor comum de 96525 e 90, usando
o Lema.

(90, 96 525) 90,96 525 — 90 x 1 000) = (90,96 525 — 90 000)
90,6 525)
90,6 525 — 70 x 90) = (90,6 525 — 6 300)

(
(
(
(90, 225)
(
(
(

90,225 — 2 x 90) = (90, 225 — 180)
90, 45)

45,90)

= 45.
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Unidade 5

Exercicios

Dados a€ Z com a # 1 e m € N, temos que

(a::ll,a — 1) =(a—1,m).

Determinemos os valores de a € Z e n € N para os quais a+ 1
divide a°" + 1.

Calculemos o mdc de 372 e 162:

2 13]2]1]2
3721162 |48 |18 |12 | 6
48 | 18 | 12| 6
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Unidade 5

Sejam a, b € Z. O conjunto a seguir desempenhard papel
importante
I(a,b) = {xa+ yb;, x,y € Z}.

Note que se a e b n3o sdo simultaneamente nulos, entdo

I(a,b) "N # 0.
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Unidade 5

Teorema

Sejam a, b € Z ndo ambos nulos. Se d = minl(a, b) NN, entdo
i)d éomdc deaeb; e

ii) I(a, b) = dZ (= {xd; x € Z}).

Corolarios
1. Quaisquer que sejam a, b € Z, ndo ambos nulos, e n € N,

(na, nb) = n(a, b).
2. Dados a, b € 7, ndo ambos nulos, tem-se que

3. Dois niimeros inteiros a e b sdo primos entre si se, e somente
se, existem ntimeros inteiros m e n tais que ma+ nb = 1.
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Unidade 5

Teorema
Sejam a, b e ¢ nimeros inteiros.

alb-c e (a,b)=1 = alc.

Corolario
Dados a, b, c € Z, com b e ¢ ndo ambos nulos, temos que

b
bla e cla <:>—C|a.

(b, c)

Calcule o mdc de dois inteiros a e b, e determine inteiros m e n
tais que (a, b) = ma + nb.
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Unidade 6

Um ndmero inteiro é um multiplo comum de dois ndmeros inteiros
dados se ele é simultaneamente miiltiplo de ambos os niimeros.

Um nidmero inteiro m > 0 é um minimo multiplo comum (mmc)
dos numeros inteiros a e b, quando vale:
(i) m é um mdltiplo comum de ae b, e

(i) se ¢ é um miiltiplo comum de a e b, entdo m|c.

0 item (i) garante que o mmc é tnico, e utilizamos a notacdo |[a, b].
Exemplo

12 é um miltiplo comum de 2 e 3, mas ndo é um mmc destes
numeros. O nimero 6 é um mmc de 2 e 3.
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Unidade 6

[—a, b] = [a,—b] = [—a,—b] = [a, b].

Assim, para efeito do célculo do mmc de dois nimeros, podemos
sempre supo-los ndo negativos.

Também:

[a,b)] =0«= a=0o0u b=0.
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Unidade 6

Proposicdo

Dados dois niimeros inteiros a e b, temos que [a, b] existe e

[a, b](a, b) = |ab|.

Corolario
Se a e b sdo niimeros inteiros primos entre si, entdo [a, b] = |ab.
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Unidade 6

Vamos, nesta aula, resolver em Z a equagdo pitagorica

X2+ y?=2%

Note que as lnicas solucdes com uma das coordenadas nula sdo

(0,b,£b), (a,0,+£a), onde a, b € Z. Essas serdo chamadas de
solugdes triviais.

Também, sé nos interessa nimeros positivos, pois estamos falando
de poténcias pares.
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Unidade 6

Lema
Dados dois nimeros naturais a e b primos entre si, se ab € um
quadrado, entdo tanto a quanto b sdo quadrados.

Dado um terno pitagorico, se dividirmos os membros pelo mdc deles,
obtemos outro terno pitagérico.

Portanto, vamos procurar solugdes para a equagdo pitagorica, que
contenha 3 nimeros primos entre si.

Perceba que se a, b e ¢ sdo coprimos e satisfazem a relacdo
a’> + b?> = 2, eles devem ser dois a dois coprimos.
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Unidade 6

Se a, b e ¢ s3o dois a dois coprimos e vale a relacio a2 + b? = ¢?,

ent3o dois desses nliimeros sao impares, ndo podendo ser a e b.
Logo ¢ terd que ser impar.

Portanto, SPG a e ¢ impares e b par.

A relacio a® + b? = c? pode ser reescrita como ¢? — a® = b?, ou

seja
ctac—a b\ ?
2 2 \2/~

H H cta c—a = Pt =
Os inteiros 52 e <52 (ndo esqueca que a e ¢ sio impares) sdo
positivos e coprimos, pois o seu mdc deve dividir a sua soma ce a
sua diferenca a, que s3o coprimos.
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Unidade 6

Pelo Lema existem nimeros naturais n e m, com n > m,
(n,m) = 1 e de paridades diferentes, tais que

C—Q-ai 2 €—a 5
N
ou seja,
a=n*—m?, b=2nm, c=n>+m (1)
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Unidade 6

Teorema

As solucdes em N da equacdo pitagérica X> + Y? = 72
expressam-se de modo tinico, a menos da ordem de x e y, como
x=1(n®> —m?), y =2Inm e z = I(n*> + m?), onde I,n,m € N,
n > m, com m e n coprimos e com paridades distintas.
Reciprocamente, todo terno (x, y,z), como acima, é um terno
pitagarico.
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Até a préximal

Site do curso:
https://fvieira.paginas.ufsc.br
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