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Unidade 7

A resolucdo de varios problemas de aritmética recai na resolucgdo,
em numeros inteiros, de equacgdes do tipo

aX + bY =c,

com a, b,c € Z.

Tais equacdes sdo chamadas equacdes diofantinas lineares em
homenagem a Diofanto de Alexandria (aprox. 300 d.C.).

Nem sempre estas equagdes possuem solugdo.

Exemplo
A equacao

4X+6Y =3
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Unidade 7

E, entdo, natural perguntar-se:

1) Em que condigdes tal equacdo possui solugbes?
2) Caso as tenha, como determina-las?
Proposicao

Sejam a, b,c € Z. A equagdo aX + bY = ¢ admite solugdo em
niimeros inteiros se, e somente se, (a,b) | c.
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Unidade 7

E imediato verificar que a equacio aX + bY = ¢, com a # 0 ou
b+#0e (a,b)| c éequivalente 3 equacdo
X+ bY =,

onde
c

a b b
= —, =—— ¢ = —
(ab) " (ab) ~ "7 (ab)
Note que (a3, b1) =1 e, portanto, podemos nos retringir as
equacoes do tipo

aX +bY =c, com (a,b)=1,

a1

que sempre tém solucoes.

S6 hd uma solugdo?
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Unidade 7

Proposicdo
Seja xg, yo uma solugdo da equacdo aX + bY = ¢, onde (a,b) = 1.
Entdo, as solucbes x,y em Z da equacio sdo

X=xp+thy y=y—ta, teclZ.
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Unidade 7

Usando o algoritmo euclidiano estendido, é possivel determinar
m, n € Z tais que
ma+ nb=(a,b)=1.

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por c,
obtemos
cma+ cnb = c.

Logo, xo = c¢m e yp = cn é uma solugdo particular da equacgio
aX + bY =c.
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Unidade 7

Exemplo: Resolvamos a equacdo 24X + 14Y = 18
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Unidade 7

Equacdes Diofantinas sobre N

Algumas vezes é necessdrio resolver em N U {0} equagdes
diofantinas da forma aX 4+ bY = ¢, onde a, b,c € N.

Sejam a, b € N. Definimos o conjunto
S(a,b) = {xa+yb; x,y e NU{0}},

chamado de semigrupo gerado por a e b.

E claro que aX + bY = ¢, com (a, b) = 1, tem solucio em
NU {0} se, e somente se, ¢ € 5(a, b).

Portanto, é de fundamental importancia caracterizar os elementos
do conjunto S(a, b), ou do conjunto de lacunas de S(a, b):

L(a,b) =N\ S(a, b).
Pode-se provar que

L(a,b)={ma—nbe N, mnecN, m< b}
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Unidade 7

A Unica solu¢do m, n da equacdo aX + bY = ¢, com m < b, é
uma solugdo minimal, no sentido de que se x, y € uma solucao,
entdo x = m. Com isto

Proposicao

Suponha que a equagio aX + bY = ¢, com (a,b) =1, tenha
solucdo e seja xop = m, yo = n a solucdo minimal. As solucbes x, y
da equacdo sdo dadas pelas formulas

x=m+th, e y=n—ta, teNU{0}, n—taz0.

Note que este tipo de equacdo tem, no maximo, um nimero finito
de solugbes, correspondentes aos seguintes valores de t:

01[2]

n . C e e
onde [—] representa o quociente da divisdo euclidiana de n por a,
a

. . . n
ou seja a parte Inteira de —.
a
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Unidade 7

Vamos determinar para quais valores de ¢ € N a equacdo
11X + 7Y = c tem soluges em N U {0}.

O conjunto de lacunas de 5(11,7) é o conjunto
L£(11,7)={mll—n7 €N, mneN, m<7}
={1,2,3,4,5,6.8,9,10,12,13,15,16,17, 19, 20, 23, 24, 26, 27, 30,

31,34,37,38,41,45,48,52,59}.

Portanto, a equagdo 11X + 7Y = ¢ admite solugdo em NU {0} se,
e somente se, ¢ € £(11,7).
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Unidade 7

Exemplo: Resolver a equagdo 11X + 7Y = 58 em NU {0}

Como, de acordo com o Exemplo anterior, 58 ¢ £(11,7), a
equacdo possui solucoes.

Para determina-las, considere o algoritmo euclidiano,

Segue dai que xp = 4 e yp = 2 € a solugdo minimal da equacio.
Logo, as solugdes sdo

X =4+ t7, y=2—tll,

que sé tém sentido para t = 0, e, portanto, a equa¢ao sé possui a
solugdo xg = 4, yp = 2.
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Unidade 8

Nesta unidade, mostra-se como calcular o mdc de pares de

niimeros da forma 3" + 1. onde a.n € N, mediante o Algoritmo de Euclides.
Proposicao

Sen ,m,ac N, coma>?2, entio

(@™ —1,a"-1)=a% -1, onded=(m,n).
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Unidade 8

Lema
Sejamac N em,n,q,r € NU{0} tais que n = mq + r. Entdo,

(am—-1,a"+1)=(a"—1,a"+1).
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Unidade 8

Lema
Sejam a€ N em,n,q,r € NU {0} tais que m = nq + r. EntJo,

(a"+1,a" —1), seq épar
(am—-1,a"+1)
(a"+1,a"+1), seq éimpar
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Unidade 8

Lema
Sejam a€ N em,n,q,r € NU {0} tais que m = nq + r. Ento,

(a"+1,a"+1), seq épar
(am+1,a"+1)
(a"+1,a"—1), seq éimpar
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Unidade 8

[m, ]

almm 41, se é impar
(m, n)
(a"+1,a"+1)= 2, se [m, n] é par e a € impar
(m, n)
[mon]
1 se e a sao pares
(m,n)
almm 41, se m é par
(m, n)
m
m_1,a" = 2, —— e a sdo impares
(a 1,a"+1) ; se (m, 1) imp.
1, se _m é impar e a é par
(m, n)
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Unidade 8

A sequéncia de Fibonacci é a sequéncia (u,) de nimeros naturais,
definida, por recorréncia, pelas relacdes

Up = Up—1 + Up—2, com uy = up = 1.

Proposicao
Para todo par de nimeros naturais n e m, temos que

Untm = UpUm+1 + Un—1Um
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Unidade 8

Lema
Se n,m € N s3o tais que n|m, entdo, uy|Upm.
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Unidade 8

Teorema
Seja (un)n a sequéncia de Fibonacci; ent3o,

(Um, Un) = U(m,p)-

Corolario
Sejam m > n > 2. Na sequéncia de Fibonacci, temos que u, divide
um se, e somente se, n divide m.
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Unidade 8

Quais os termos u,, da sequéncia de Fibonacci divisiveis por 37

Basta notar que uy = 3 e que
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Unidade 8

1. Calcule (tn, tnta).

Solu¢éo
Sabemos do Teorema que

(Um Un+4) = U(n,n+4) = U(n,a)-

Por outro lado,

4, sen=4k
(md4)=4¢ 1, sen=4k+loun=4k+3
2, sen=4k+2.

Logo,

(tn, tnsa) = 1 [ 3, sed|n
ny Unta) = U(na)y = 1! se 4*,1
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Unidade 8

2. Mostre que 55 divide up, se, e somente se, 10 divide m.

Solucdo
Como wu1p = 55, entdo pelo Coroldrio do Teorema,

55 | Um < u1g | um <= 10| m.
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Até a préximal

Site do curso:
https://fvieira.paginas.ufsc.br

Felipe Vieira MA14 - Aritmética - Unidades 7 e 8


https://fvieira.paginas.ufsc.br

